Sur la transformation d'Abel-Radon 
des courants localement residuels 



BRUNO FABRE 

Abstract. We give in this note a generalisation of the following theorem 
of Henkin and Passare (cf. [7] and [8]) : Let be Y an analytic subvariety of 
pure codimension p in a linearly p— concave domain U, and uj a meromorphic 
g— form {q > 0) on Y; if the Abel- Radon transform TZ(uj A [Y]), which is 
meromorphic on U* , has a meromorphic prolongation to U* containing U* , 
then Y extends as an analytic subvariety Y of U, and w as a meromorphic 
form on Y. We show the analogous statement when we replace oj A [Y] by 
a current a of a more general type, called locally residual, if a is of bidegree 
(A^, 1), or {q + 1,1),0 < q < N in the particular case where TZ{a) = 0. 

Mathematics Subject Classification (2000) : 32C30, 44A12. 

Introduction. 

On commence dans les deux premiers paragraphes par introduire les 
deux objets que nous utiliserons par la suite, dans un contexte assez general: 
premierement, les courants localement residuels, et deuxiement, la transfor- 
mation d'Abel-Radon, dont la transformation d'Abel (cf. [5] et [4]) est un 
cas particulier. On montre pour la transformation d'Abel-Radon certaines 
proprietes de stabilite, en particulier que la transformation d'un courant 
localement residuel est encore un courant localement residuel. 

Le probleme principal etudie dans cette note peut alors se formuler de 
la maniere suivante. On se donne un ouvert de I'espace projectif complexe 
PtV; lineairement p— concave, i.e. reunion de p— plans complexes. On peut 
done definir la transformation d'Abel-Radon TZ, qui associe a un courant de 
bidegre (r, s) sur U un courant de bidegre {r — p, s — p) sur U* , I'ouvert de 
la grassmanienne G{p, N) correspondant aux p— plans contenus dans U. Si 
a est un courant localement residuel de bidegre {N,p) sur U, Tl{a) est une 
n— forme meromorphe sur U* (n = N — p). Alors, si TZ{a) se prolonge sur 
un domaine U* contenant U* , peut-on prolonger a dans U comme courant 
localement residuel ? 

Nous donnons la reponse positive pour p = 1. On commence par etudier, 
etant donnee la projection standard (j) : D x(Dy D, ou D est un do- 
maine de Prt, la trace 0*(a) des courants localements residuels a a support 
0— propre. On montre que a peut se reconstruire, comme courant residuel, 
a partir de ses traces Uk ■= 4>^{ay^), A; G IN; puis que si les Uk se prolongent 
meromorphiquement sur un domaine plus grand D, a se prolonge sur D x(D 
comme courant residuel. 

On applique ensuite ce theoreme pour demontrer le theoreme suivant: 
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Si U est un domaine de Pat reunion de droites complexes, et a un courant 
localement residuel de bidegre {N, 1) sur U, si la transformation d'Abel- 
Radon de a, meromorphe sur U*, se prolonge meromorphiquement sur un 
domaine U* contenant U*, alors a se prolonge comme courant localement 
residuel sur le domaine U := iJ^^^^^t contenant U. 

Cc theoreme est une generalisation du theoreme d'Henkin-Passare (cf. 
[8] et [7]), qui correspond au cas oii a est de la forme uj A \Y], au cas oti 
a est a "support non-reduit", et resoud pour A'' = 2 un probleme formule 
dans [9]. Ce theoreme d'Henkin-Passare est lui-meme une generalisation du 
theoreme de Griffiths, qui correspond au cas oil la transformation d'Abel- 
Radon est nulle. Dans le cas oii la transformation d'Abel-Radon est nulle, on 
pent deduire du theoreme d'injectivite d'Henkin-Gindikin ([6]) un theoreme 
d'extension pour tons les bidcgrcs (q'+I, 1), < g < A^, comme on I'a montre 
dans [3], generalisant ainsi Ic theoreme de Griffiths au cas non reduit. 

On donne une application du theoreme d'Henkin-Passare generalise: etant 
donne un courant localement residuel de bidegre {N, 1) sur un domaine 
U <ZWn lineairement 1-concavc, tel que U* est connexe, si U contient un 
2— plan, le courant se prolonge a IPjv en un courant localement residuel. 

On termine par mentionner quelques questions ouvertes naturelles dans 
ce contexte. En particulier, on montre la difficultc pour generaliser le 
theoreme de Griffiths au cas de courants localement residuels de bidegres 
(9 + 2,2). 
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I Rappels. 

II existe une seule maniere d'associer a une variete differentiable orientee X 
de dimension ra et a une n— forme continue a support compact uj sur X un 
nombre oj, de sorte que: 

i) Pour X fixe, I'application lo Jj^uj est lineaire continue; 

ii) si X est un point P, affecte d'un signe a, alors J-^lo = au){P); 

iii) Si Y est un ouvert de X, a bord lisse, de bord dY compact, oriente 
d'apres I'orientation de y, contenant le support de duj, alors fydio = Jgy^- 

Soit X une variete differentiable de dimension n. Etant donne un com- 
pact K C X, on note Vk I'espace des fonctions lisses a support dans K, 
muni de la topologie definie par les semi-normes Pm,K '■= swpj^ D'^{f) (oil 
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est la derivee m— ieme de /), avec < m < oo. On definit une topologie 
sur I'espace V des fonctions lisses a support compact de la maniere suivante: 
soit Ki une famille croissante de compacts de reunion X. Alors V = [JiT>Ki- 
On dit que U est un ouvert de V ssi: U fl est un ouvert de pour 
tout i. Pour cette topologie, une suite de fonctions /„ tend vers dans V 
si: 

i) il existe un compact K contenant le support des /„; 

ii) /„ tend vers dans Vk- 

On definit de maniere analogue une topologie sur I'espace VP des p— formes 
lisses a support compact. 

Definition 1 Un courant de degre p est une forme lineaire continue sur 
j)n-p jj^g distribution est un courant de degre 0. 

Etant donne un fonction localement integrable /, on lui associe une dis- 
tribution [/] par la formule: [/](</') := fx f'P- pent multiplier un courant 
T par une forme lisse (j), en posant: {(pAT){'ip) := T{(f)A'ip). Alors un courant 
de degre p, dans un systeme de coordonnees locales xi,...,Xn, s'ecrit de 
maniere unique comme T = J2i={h<...<i ) Tjdx^, avec Tj des distributions. 

On ctcnd les operateurs de derivation (ou champs dc vecteurs) aux dis- 
tributions, de sorte que D[f] = [Df] si / est une fonction lisse, et D(fg) = 
Df[g] + fDg si / est une distribution et g une fonction lisse. De meme, on 
etend I'opcratcur diffcrentielle d, pour les distributions puis pour les courants 
: en coordonnees locales, dT := J2i dx^Tdxi et d^j Tjdx^ := J2i dTj A dx^ . 

Soit X un espace analytique complexe reduit. Alors toute A;— forme 
differentiable se decompose de maniere unique en /c— formes de bidegre (p, q), 
avec p + q = k: to := X^p+g'^p.gj en deduit que tout courant T de degre 
k se decompose T = Z]p+q=fc avec Tp^q un courant de bidegre {p,q), i.e. 
une forme a coefficients distributions. L'operateur de differentiation 

d se decompose alors cn somme : d = d + d, de sorte que d associe a toute 
forme (resp. courant) de bidegre (p, q) une forme (resp. courant) de bidegre 
(p + l,g), et d associe a toute forme (resp. courant) de bidegre {p,q) une 
forme (resp. courant) de bidegre {p,q + l). 

2 Courants localement s residuels. 

2.1 Valeur principale et residu. 

Soit X une variete analytique. 

Etant donne une fonction meromorphe / sur X, on a une distribution 
[/] bien definie en dehors de son ensemble polaire T. Si / est localement 
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integrable, cette distribution s'etend de maniere canonique en distribution 
sur X, comme on I'a vu dans le cas differentiable. Si / n'est pas localement 
integrable, le fait que / est meromorphe permet de montrer I'existence d'un 
prolongement, comme courant. Mais on ne sait pas a priori faire un choix 
"canonique" parmi tous les prolongements possibles. Herrera et Liebermann 
ont montre dans [10] le theoreme suivant : 

Lemme 1 Soit g une fonction holomorphe qui s'annule sur le pole de f. 

Alors lim^^o I^g^=e f4> linie^o i|g|>e f^P existent pour (p a support compact, 
et definissent des courants, notes respectivement [/] et Resxif)- De plus, 
ResrU) = d[f]. 

De maniere generale, si est une forme lisse, et on notera [i>f \ ■= V'l/]- 
Soit x{^) '■ IR-^ une fonction continue et croissante telle que 

x{x) = ail voisinagc dc et x{x) = 1 pour x > 1, et soit g une fonction 
holomorphe s'annulant sur I'ensemble polaire de /. Alors, on dcduit de ce 
qui precede : limg^ox(bl/€)[/] = [/] dans I'espace des distributions. 

Definition 2 Une distribution a sur X est dite d'extension standard si 
pour tout fonction holomorphe g non nulle sur un domaine U de X, et pour 
toute fonction lisse x(x) : IR^ — > M'^ croissante telle que x(a;) = Q au 
voisinage de et x(x) = 1 pour x > 1, lim£_,.o x(bl/^)Q^ = dans U. 

Alors, ce qui precede montre que la distribution [/] est d'extension stan- 
dard. 
Done : 

Lemme 2 Soit a un courant de bidegre {q,0). Supposons que : 
i) a est d—ferme en dehors d'une hypersurface complexe. 
a) a est d'extension standard. 

Alors, a = [u] pour une certaine q— forme meromorphe lo. 

Remarque 1 L 'autre propriete caracteristique de la valeur principale est la 
suivante : si D est une derivation holomorphe, et f une fonction meromorphe, 
alors Df est encore meromorphe, et {Df \ = !?[/]. 

On suppose maintenant X un espace analytique reduit. Herrera et 
Licbcrman ([10]) on montre aussi dans ce cas I'existence du courant "valeur 
principale" et du courant residu associe. 

Definition 3 La q— forme meromorphe uj sur X est dite abelienne si le 
courant [lo] sur Y est d—ferme. 
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Soit CO une g— forme holomorphe, en dehors d'une hypersurface T de 
X, contenant Sing{X). On a vu que si lo est meromorphe (i.e. admet un 
prolongement meromorphe k X), le courant [cu] se prolonge a X. Henkin et 
Passare ont montre dans [8] la reciproque : 

Lemme 3 Si le courant [lv] sur X — T se prolonge en un courant a sur X, 
CO est meromorphe sur X. De plus, si da = 0, alors u est ahelienne. 

Remarque 2 // existe en general des courants d—fermes de bidegre {q, 0) 
d support dans Sing{X). 



2.2 Courants localement residuels de codimension quelconque. 

Soit X une variete analytique de dimension n. 

Supposons donnee (/i, . . . , fp, fp+i) une suite reguhere de fonctions holo- 
morphcs sur X (i.e. fi = ... = fp = g est un sous-cnscmblc analytique de 
U de codimension p + 1). Alors on peut montrer (of. [12]) que les limites, 
pour (j) lisse a support compact : 



lim/ H{fi---fp), 

t-'O J\fl\=tei,...,\fp\=tep 



t 

et 

lim / (p/{fi . . . fpg) 

existent et sent indcpcndantcs de e := (ei,...,ep) G IR^ (resp. e' := 
(ei, . . . , ep_(-i) e IR^^^,) en dehors d'un ensemble de mesure nullc; ct que 
de plus, ces limites definissent des courants, notes d[l/ fi] A ... A d[l/ fp] et 
[l/g]d[l/ f i] A. . .Ad[l/ fp], de bidegres {0,p). Un tel courant, eventuellement 
multiplie par une g— forme holomorphe, s'appelera courant residuel de codi- 
mension p. 

Remarque 3 On sait que sous certaines conditions relatives au "front 
d'onde", on peut multiplier les distributions. II serait interessant de savoir 
si, dans le cas ou fi, . . . , fp, g forment une suite regulierede fonctions holo- 
morphes, on peut multiplier les distributions dzY[i-/fi], ■ ■ ■ ^(h^i^/ fp], [V^]- 
Les notations precedentes se trouveraient alors parfaitement justifiees. 

De plus, on a : 

i) d{[l/g]d[l/fi] A... Ad[l/fp]) =_d[l/g] A 5[l//i] A ... A d[l/fp]. En 
particulier, d[l/ fi] A ... A d[l/fp] est d—fevme. 
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ii) On a : fi[l/g]d[l/fi] A ... A d[l/ fp] = 0. En particulier, le support 
est contenu dans {/i = . . . = /p = 0}. 

iii) Si le support d'un courant residuel de codimension p est de codimen- 
sion p+1, alors il est nul. 

On en deduit : 

Lemme 4 Le support d'un courant residuel de codimension p est un en- 
semble analytique de codimension pure p. 

Definition 4 Si un courant est residuel au voisinage de tout point, il s 'appellera 
localement residuel (l.r.). 

Pour resumer : 

i) Un courant l.r. de bidegre (g, 0) est la valeur principalc associee a une 
g— forme meromorphe. 

ii) Etant donnc un courant l.r. a 5— ferme de bidegre {q,p), il s'ecrit 
localement sous la forme to A d[l/ fi] A ... A d[l/fp], avec u une g— forme 
holomorphe. On peut le multiplier par un courant de la forme [g], ou g 
est unc forme meromorphe dont le pole coupe le support de a proprement. 
Alors, d{[g]a) = d[g] A da est un courant l.r. de codimension p + 1. 

Soit a un courant l.r. de bidegre {q,p). 

Definition 5 L'ensemble polaire de a est le support de da. 

En dehors de l'ensemble polaire de a (qui est un ensemble analytique de 
codimension p+1), a s'ecrit localement sous la forme to A d[l/fi] A ... A 
d[l/fn], avec uj une q'— forme holomorphe. 

Si p = n = dim(X),, et lo une n— forme holomorphe, /i, . . . , /„ n fonc- 
tions holomorphes se coupant dans un ensemble fini de points (Pi). Alors, le 
courant u> A d[l/ fi] A . . . A d[l/ fn] peut se calculer sur la fonction constante 
1; on obtient: 

u A d[l/fi] A ... A d[l/fn] (1) = Yl Resp,uj/fi .../„, 

Pi 

ou Res est le residu ponctuel de Grothendieck, comme on le voit en ecrivant 
la definition du courant. 

D'apres J.-E. Bjork ([!]), on peut caracteriser les courants 1. r. 5— fermes 
sur X de la maniere suivante. Soit a un courant de bidegre {q,p). On 
suppose : 

1) a a support dans un ensemble analytique Z de codimension pure p; 

2) da = 0, 
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3) IzOi = 0, i.e. pour tout germe en z G Z de fonction holomorphe au 
voisinage de z, fzCx = au voisinage de z; 

4) a est d' extension standard, c'est-a-dire que pour toute fonction holo- 
morphe g dans un voisinage ouvert Uz d'un point z & Z, telle que g ne 
s'annule sur aucune composante irreductible de UzHZ, et tout x '■ 
croissante nulle dans un voisinage de et egale a 1 pour x assez grand, on 
a lim^^o X(bl/e)a = « sur Uz- 

Alors a est 1. r., s'ecrit done dans un voisinage Uz d'un point arbitraire 
z eU sous la formea;A5[l//i]A. . .Ad[l/fp], avec uj une q'— forme holomorphe 
et fi, . . . , fp dcs fonctions holomorphes formant une suite reguliere sur Uz ■ 

On voit plus generalement que la caracterisation reste valide si Ton rem- 
place la deuxieme condition par : 

2') a est 5— ferme en dehors d'un sous-ensemble analytique de codimen- 
sion p + 1. 

Soit Y un sous-ensemble analytique de X. Soit to une q'— forme meromorphe 
sur Y; on a vu ci-dessus qu'on pent definir le courant valeur principale [a;] 
sur Y. Alors le courant a; A [F], est defini par u> A [5^](</>) := [uj]{i*{^)), avec 
i I'inclusion i :Y C X. 

Lemme 5 Soit Y un ensemble analytique de dimension pure. Le courant 
Lo A [Y] est I. r. . 

DerrLonstration. 

Si Y est de codimension 1, c'est un resultat classique : u est le residu de 
Poincare-Leray d'une (g + 1)— forme meromorphe ^ sur X a pole logarith- 
mique sur Y . Si on ccrit ^' = ^' /g, avec g coupant Y transversalement et ^' 
holomorphe en dehors de y, on a : uj A \Y] = [1/ g\d\^']. Supposons qu'on 
ait montre le lemme pour Y de codimension p — 1. Alors, localement, Y est 
contenu dans un ensemble analytique Y' de codimension p — 1, et le courant 
[uj] sur Y definit un courant sur Y' . On a done : cj A [y] = [l/g\d{^' A \Y']), 
avec ^' une eertaine forme meromorphe sur Y' . Mais on salt que ^' A \Y'\ 
est l.r. . g etant une fonction meromorphe coupant Y proprement, il en est 
de meme de [l/g\d{^' A \Y']) = a; A [F]. | 

3 Transformation d'Abel-Radon. 
3.1 Image directe d'un courant. 

Soit un morphisme analytique cf) -.Y ^ X entre deux varietes analytiques 
complexes de dimension pure, avec dim(y) = d\m{X)+p. On pcut associer a 
tout courant a de bidegre (r, s) sur Y , tel que la restriction de au support 
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Supp{a) de a est propre, un courant 0*(a) (I'image directe de a par </!>) 
de meme bidimension sur X, done de bidegre {r — p, s — p), par la formule 
(/)*(q;)(i/') := aA(/)*(V')(l)- Le membre de droite est bien defini, car le courant 
a A(p*{ip) est a support compact, et peut done s'etendre de maniere unique 
en forme lineaire continue sur les formes lisses (avec la topologie definie par 
les semi-normes Pm,K)- 

Si r < p ou s < p, I'image directe est nulle. De plus, comme est analy- 
tique, 0* commute avec I'operateur d sur les courants a support ^—propre. 
Eneffet (f)^{da){tp) = da{(f>* (ip)) = a{d(l)*{tp)) soit comme = 

Supposons maintenant Y := X x F, avec F une variete analytique de 
dimension p, X une variete analytique de dimension n, et 4> : Y ^ X la 
projection standard. 

On definit les formes verticales sur Y, dc la maniere suivante. Une forme 
V' est vcrticale si, etant donnc dcs coordonnccs locales yi,...,yp sur un 
ouvert V F ct des coordonnccs locales xi, . . . , .t„ sur un ouvert U X, la forme 
s'ecrit localcment sur U xV sous la forme j ijji^jdy^ A dy*^, avec ^/^j des 
fonctions sur U xV\ on pose comme d'habitude dy^ := dyi^^ A ... A dyi^. En 
particulier, les indices de degre d'une telle forme sont inferieurs a p. 

Soit maintenant une forme sur Y de bidegre (r, s) arbitraire. On se 
place au-dessus d'un ouvert U dc X, avec des coordonnees 
s'ecrit de maniere unique sous la forme : ip = J2i,jc{i,--;n} i^i.jdx^ ^ dx"^ , 
ou les 'i/'/^j sont des formes verticales. Comme les indices de degre de V'7,J 
sont inferieurs a p, les multiindices I et J intervenant dans la somme sont 
necessairement de longueur respectivement superieures a r' := r — p et s' := 
s — p. Si r < p, ou s < p, on a vu que = 0. Supposons r,s >p. 



tp = ^ tpi,jdx^ A dx'^ + tp', 

7=(n,...,v),n<...<V,J=(ji,...j>)ji<...<jV 

Oil regroupe les termes correspondant a card{I) > r' ou card{J) > s'. 
On a vu que 4>*{[ip']) = 0. On en deduit : 

I ,J,card{I)=r' ,card{J)=s' 

OU tpi^j sont des formes verticales de bidegre {p,p). 

II reste done a calculer (/)*(V-')) pour ip verticale de bidegre {p,p). Soit 
dans ce cas ipx la forme sur F obtenue pour une valeur x fixee. Alors, d'apres 
le theoreme de Fubini, fj,{x) := Jp Va; 6st integrable et : 

/ ip A f {x)dx A d:x = / f{x)dx A dx / Vx- 
JxxF Jx Jf 
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En particulier, si V est integrable, on voit done que le courant est 
represente par la fonction integrable iJ,{x) := Jpipx- Si est de classe C*^ a 
support compact, on a (cf. par exemple Schwartz, [13]) fi{x) := Jptpx est de 
classe C*^. On en deduit, pour tons les bidegres : 

Lemme 6 Si est de classe C^, (t)*{tp) est de classe C^. 

Supposons (r, s) = {N,p). Alors s'ecrit sur U x F de maniere unique 
ip = ip' Adx, avec dx := dxiA. . ./\dxn (n := dim(X)) et ip' une forme 
verticale. On a vu que : (f)*{i/j) = jp^ip'^dx. Remarquons que V'x peut 
aussi s'ecrire le residu de Poincare-Leray resp^i' / {{Xi — xi) . . . (X„ — Xn)) 
{Fx := ^-\x)), avec pour P G Y, Xi{P) := Xi{(PiP)). 

Soit maintenant a un courant 1. r. de bidegre {N,p) sur Y. Pour tout 
point z G y, on a done un voisinage ouvert Uz de z, tel que sur Uz on ait : 
a = [uj/gz] A d[l/ fiz] A ... A d[l/fpj, ou lo est une A'"— forme holomorphe, 
et (/iz, ■ ■ ■ , fpz^Qz) une suite reguliere de fonctions holomorphes sur Uz- 

On suppose que la restriction de (j) au support Z de a est propre. Done 
la fibre F^ = coupe Z en un nombre fini de points Pi{x) := {x, yi{x)). 

De ce qui precede on deduit le lemme suivant, qui nous servira par la 
suite: 

Lemme 7 0*(a) est une n-forme meromorphe sur X; sur U, en coor- 
donnees locales xi, . . . , (f)*{a) = fj,{x)dx. On a, en dehors de I'hypersurface 
4>{Pol{a)) de X : 

ix{x) = Res{a/{Xi - xi) . . . (X„ - 

ou Res{a/hi . . . hn est defini localement par la formule: 

Res{a/{Xi - xi) . . . (X„ - x„) := Resu/{fi . . . fp{Xi - xi) . . . (X„ - 

On peut encore ecrire : /u(x) = X!j Pi{x)'-^x / fi ■ ■ ■ fpj ^' est la p— forme 
verticale telle que u) = lo' A dx, les Pi(x) sont les points d'intersection 
de la fibre Fx avec le support de a, et Resp.f^x) est le residu ponctuel de 
Grothendieck. 

Demonstration. 

PlaQons-nous au-dessus d'un ouvert de X' := X — 4>{Pol{a)), ayant des co- 
ordonnees locales xi, . . . , Xn- Alors, eerivons a := a' Adx, avec a' un courant 
vertical (un courant etant une forme a coefficients distributions, on a une 
definition analogue a celle donnee pour les formes. Alors, a' est un courant 
vertical 5— ferme de bidegre {p,p) a support ^—propre. Done : (t>*{Q.') est 
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la fonction holomorphe definie par Jp^ a' . Mais, d'aprcs ce qu'on a vu, si a' 
est donne localement aux points par Res f^^^^^j^uj' / fi ■ ■ ■ fp, alors : Jp^ a est 
la sommc des residus ponctuels. Done 0*(q;) est unc n— forme holomorphe 
sur X' , donnce localement par fi(x)dx, et fi{x) = J2i R^^Pi{x)^' / fi ■ ■ ■ fp- 
De plus, eomme (/>*(a) reste d'extension standard, c'est un courant valeur 
principale, a pole dans (l){Pol{a)). | 

On a calcule I'image direete d'une forme lisse ou d'un courant 1. r. a 
support ^— propre pour une projection (p. 

Supposons maintenant qu'on ait comme morphisme analytique (p : Y ^ 
X une submersion, d'un espaee analytique reduit Y sur une variete ana- 
lytique X de dimension n. Cela signifie que est localement trivialisable, 
i.e. qu'il existe pour tout point z G y un voisinage ouvert Uz et un biholo- 
morphisme '■ -Cp(2) Vz Uz, tel que (j) = it o avec tt la projection 
naturelle vr : D^(z) ^ -^^{z)) et -D<^(z) un voisinage ouvert de Si 

y G y est un point regulier, cela revient a dire la differentielle dipy est de 
rang maximum n, d'aprs le theoreme des fonctions implicites. 

Soit a un courant sur Y tel que la restriction de (f) sur le support de a 
est propre. 

Lemme 8 Si a = [ijj], avec ip une forme de classe , (?!)*(a) = [p], avec p 
une forme de classe . 

Demonstration. 

On considere un recouvrement d'ouverts relativemcnt compacts {Ui)i^j de 
Y par des ouverts sur lesquels (j) est trivialisable. On se donne une partition 
de I'unite associee Xi- 

Soit ■0 une forme sur Y , propre. On a : ip = J2iel PXi^ done 
4>*{'4^) = J^iei 4'*{Xii')- La somme est bien definie, car pour tout point 
X E: X, il existe un voisinage Ux relativement compact, tel que 4>~^{Ux) H 
supp{ip) est compact, done au-dessus de Ux 6st egale a une somme 

finie J2iej'4'Xi: ^t sur Ux I'image direete est la somme des images directes. 
Chaque terme de la somme est C^, d'apres ce qu'on a vu pour les projections; 
done la somme est de classe C*^. 

On se donne maintenant un morphisme analytique cp -.Y ^ X entre deux 
espaces analytiques de dimension pure X et Y, avec dini(y) = dim(X) +p. 
On suppose qu'il existe un sous-ensemble analytique S d'interieur vide, telle 
que (p~^{S) est aussi d'interieur vide et ^ : y — (p~^{S) —>■ X — S est une 
submersion. 

On considere un courant 1. r. a sur Y, tel que la restriction de (p au 
support de a est propre. 
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Lemme 9 Supposons a I. r. de bidegre {q + p,p) sur Y, d'ensemble po- 
laire Pol{a). Alors ^*(a) est de la forme [a;], sur X, avec lo une q— forme 
meromorphe d pole contenu dans (f){Pol{a)) U Sing{X). Si a est d—ferme, 
u est abelienne sur X. 

Demonstration. 

Premierement, en dehors de (p{Pol{a)) U Sing{Y), (/!)*(a) est I'image directe 
d'un courant de bidegre {q + p,p) d—ferme. C'est done un courant 9— ferme 
de bidegre {q,0), done une g— forme holomorphe. 

D'aprcs Ic Icmmc [8], ccttc forme holomorphe s'etend sur T en unc forme 
meromorphe uj. De plus, si a est 9— ferme, alors 4><t{a) est 9— fermc; il en 
est done de meme de [u] . 

I 

Remarque 4 Supposons dim(X) = dim(y), et (f) : Y ^ X propre. Si 

a = [ip] pour une forme meromorphe ip sur X , la form,e m,erom,orphe lo telle 
que (t>*{{^\) = [w] s'appelle la trace de u pour (p, et se note encore (p*{ip)- Si 
ip est abelienne, I'^st aussi. 

Lemme 10 Supposons S = i.e. (p : Y X est une submersion. Alors, 
si a est I. r. de bidegre (r, s), d support (p— propre, (p*{a) est I. r. de bidegre 
{r-p,s-p). 

Demonstration. 

Soit P := D'aprcs le theoreme de Remmcrt, si Z est Ic support de 

a, Z' := (p{Z), qui est le support de /3, est un sous-ensemble analytique de 
X. Alors, Iz annule a, done Iz' annule (3. On verifie egalement que (3 est 
9— ferme sur un ouvert de Zariski dense de Z'. Enfin, I'image directe d'un 
courant extension standard par une submersion reste d'extension standard. 
Ces trois proprietes sufHsent d'apres ce qu'on a vu pour caracteriser les 
courants 1. r. . On en deduit que ^^(q;) est 1. r. . | 

3.2 Image inverse d'un courant par une submersion. 

Soit (p : X ^ Y unc submersion analytique; I'image directe d'une forme 
lisse a support compact est une forme lisse a support compact. On definit 
alors I'image inverse d'un courant /? sur X par {(p*{(3),ip) := {(3,(p^{tp)). On 
verifie (p*{(3 Atp) = (p*{(3) A (p*{ip) pour une forme lisse ip. De plus : 

Proposition 1 Si P est un courant I. r., (p*{P) Vest aussi, et le residu 
commute avec I'image inverse : 

<P*{\l/g\ A5[l//i] A . . . A5[l/A]) = [l/cP*{g)]d[l/^*U^)] A . . . A 5[l/0*(/fe)]. 
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Demonstration. 

D'abord, ^*(/i), • • • , 0*(/fc), (t>*{g) forment toujours une suite reguliere, puisque 
la codimension de 0*(/i) = . . . ,4'*{fk) = 4>*{9) = est la meme que celle 
de /i = . . . = /fc = 5 = 0. II suffit de verifier la proposition lorsque (j) 
est une projection, puisqu'une submersion est localement equivalente a une 
projection. Soit une forme lisse a support compact sur Y = F x X. On 
obtient : 

/ m*{g)]d[l/r{h)]A...Ad[l/cl>*{fp)]A^= [ [l/g]Ad[l/h]A...Ad[l/fp]A [ V, 
JfxX Jx Jf^ 

en ecrivant les definitions, par la formule de Pubini generalisee. | 
On a de plus : 

Lemme 11 Soit (p : Y ^ X une submersion. Soit Z un sous-ensemble 
analytique de X. Soitu une forme meromorphe sur Z. Alors : (p*{ioA[Z]) = 

3.3 Transformation d'Abel-Radon. 

On se donnc les objets suivants : 

i) Un espace analytique reduit X de dimension pure N. 

ii) Un espace de parametres T, espace analytique reduit de dimension 
pure. 

iii) Une variete d'incidence I cTxX, sous-ensemble analytique, avec les 
projections naturelles pi : I ^ T et p2 : I ^ X et les proprietes suivantes: 

1) I est de dimension pure dim(T) +p. 

2) La projection pi : I ^ T est propre, et telle qu'il existe un sous- 
ensemble analytique S C T d'interieur vide, tel que pi~^{S) est encore 
d'interieur vide, et que la restriction depi a I—pi~^{S) est une submersion. 

3) La projection p2 ■ I ^ X est une submersion. 

Cette troisieme condition nous permet de definir, comme on I'a vu ci- 
dessus, I'image inverse P2~^(a) d'un courant a sur X. Comme pi est propre, 
on pent prendre I'image directe de ce courant par pi, qui est par definition 
la transformee d'Abel-Radon de a: 

Definition 6 

^(a) =Pu{P2*{a)). 

La transformation associe done a un courant de bidegre (r, s) un courant 
de bidegre {r — p, s — p). 

Soit Y un sous-ensemble analytique de X de codimension pure p. Alors, 
posons Iy ■= P2^(Y) C /. Iy definit une famille de zeros-cycles sur Y, 
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avec les deux projections tti : /y ^ T et 7r2 : /y ^ Y. On peut definir 
la transformation d'Abel d'une forme meromorphe ui sur Y, par ^(a;) := 
7i"i*(7i"2('*^))) qui est une forme meromorphe sur T (cf.[4]). Alors : 

Proposition 2 ^(a;) = 7^(a; A[Y]). 

Demonstration. 

On a p2*{u} A [Y]) = p^{u) A [/y]). De plus, pu{ip A [ly]) = Pi|7y^(V'), avec 

Lemme 12 TZ commute avec les operateurs d, d, d. 
Demonstration. 

On a deja vu que les operateurs d,d,d = d — d sur les courants commutent 
avec I'image directe par une application holomorphe propre. On a vu aussi 
que ces operateurs sur les courants commutent avec I'image inverse par une 
submersion analytique. | 

Corollaire 1 Supposons a une courant d—ferme de bidegre {q+p,p). Alors 
TZ{lo) definit une q— forme abelienne sur T. 

Proposition 3 Supposons pi : I ^ T une submersion. Si a est un courant 
I. r., alors TZ{a) est encore un courant I. r. . 

Demonstration. 

On a vu que I'image inverse par une submersion d'un courant 1. r. reste 
localement residuel, de meme que pour I'image directe. | 

3.4 Un theoreme d'extension. 

Soit D un domaine d'une variete analytique X. On considere la projection 
standard (f) : D x(D ^ D. 

On se donne sur U := D x(D un courant a residuel de bidegre (n + 1, 1), 
5— ferme. On a done une (n + 1)— forme meromorphe sur U, telle que 
a = d[tp]. On suppose que la restriction de (j) au support dc a est propre. 
Comme la restriction de (p support de a est propre, on peut definir le 
courant image directe (f)*{a). 

Sur un ouvcrt U dc X avec des coordonnees locales xi, . . . ,Xn, on note 
dx := dxi A ... A dxn, et dx := dxi A ... A dxn. 

On definit la 1— forme meromorphe verticale u telle que ip = uj /\ dx; on 
note Uz sa restriction sur := (f)~^{z) Alors, ce qui precede montre que : 
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Lemme 13 Sur U , (j)^{ay^) = Uk{x)dx, avec Uk une fonction holomorphe, 
definie par : Uk{x) = J2 R^^yi{x)^x> ou les points yi{x) sont les poles de lOx 
sur Fx, et ou Res designe le residu classique d'une 1— forme meromorphe 
dans (C. 

Lemme 14 Supposons que pour tout k > 0, on ait Uk{x) = 0. Alors, 
a = 0. 

Demonstration. 

En cfFct, supposons que a soit non nul. Alors ij) est meromorphe, et pour 
un X generique, uix est aussi meromorphe. On ne pent done pas avoir : 
Syifa;) i^(^^yi{x)^xy'' = pour tout k. | 

Considerons le corps K des fonctions mcromorphes sur D. On pent mul- 
tiplier le courant l.r. a, a support 0— propre, par n'importe quelle fonction 
meromorphe Q G K[y], puisque le pole de Q coupe le support de a propre- 
ment. L'ensemble des Q tels que Qa = forme un ideal dans I'anncau prin- 
cipal K[y], est done engendre par un element P = y'^+ai{x)y'^~^+. . .+ad{x), 
de degre minimal d. 

Lemme 15 Les fonction meromorphes ai{x) sont en fait holomorphes. 
Demonstration. 

En effet, soit D' <Z D I'ouvert de Zariski sur lequel toutes les sont holo- 
morphes. Au-dessus de D' , on a Supp{a) = {P = 0}. Supposons D' ^ D. 
Alors, soit a; G D — -D', et [/a; un voisinage ouvert de x relativement compact 
dans D. Alors <j)~^{Ux) n Supp{a) ne serait pas compact, ce qui contredit 
I'hypothese. | 

En prenant Timagc dirccte par (p de y^P{x, y)a = 0, on obtient : 

Lemme 16 On a Uk+d{x) + a\{x)uk+d-i{x) -|- . . . -|- ad{x)uk{x) = pour 
tout entier k >0. 

Soit la fonction holomorphe r{x, y) := y'^~^UQ{x)+y'^~'^{ui{x)+ai{x)uo{x))+ 
... + iud-i{x) + ai{x)ud-2{x) + ... + ad-iix)uo{x)). 
Alors : 

Lemme 17 a = d[r(x,y)dx A dy/P{x,y)]. 
Demonstration. 

Considerons la serie formelle ip := Ylik>o''^k{x)/y^^^ ■ D'apres le lemme 
precedent, on a I'egalite formelle : P{x,y)'tp = r{x,y). D'autre part, con- 
siderons la fonction meromorphe : r{x,y)/P{x,y). Pour x fixe, on peut 
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reduire la fraction rationnelle en elements simples, et developper en puis- 
sances de \/y. On obtient done une serie, qui converge uniformement pour 
|y| > R{x) > maxj yj (x) . Les coefficients obtenus doivent etre egaux aux 
Uk{x). 

Soit (3 := d[r{x,y)dx A dy/P{x,y)]. D'apres le lemme 13 precedent, on 
a (t)*{f3y^) = Vk{x)dx, avec Vk{x) := Y.y.^^^reSy.^^)r{x,y)y^ /P{x,y)dy pour 
tout A; > 0, soit encore, pour un R{x) assez grand : 

l/2m / r{x,y)y^/P{x,y)dy. 

L'integrande vaut encore, comme on vient dc voir, J2jy()Uk{x)/y^~^^''^ , et la 
somme converge uniformement pour \y\ = R(x). L'intcgrale de la somme est 
done la somme des integrales; un seul terme est non nul, c'est Ukix). On a 
done finalement ^^{f3y^) = Uk{x)dx, pour tout A; > 0. D'apres le lemme 14, 
on obtient a = j3. | 

Lemme 18 Le determinant de la matrice M = {U(i+i-j-i{x))i<ij<(i est 
non identiquement nul. 

Demonstration. 

Supposons que Ic determinant soit identiquement nul. On considere la 
matrice comme un endomorphisme de K'^, ou K est le corps des fonc- 
tions meromorphes sur D. Si le determinant est nul, on a un vecteur 
propre associe a la valcur proprc miUe. On a done une relation lineaire 
biix)uii~i+k{x) + . . . + h(i{x)u}^{x) = 0, pour A; = 0, . . . , d — 1. Mais alors, les 
equations u^j^dix) + ai(a;)iifc_|_rf_i(a;) + . . . + aii{x)uk{x) = 0, valablcs pour 
tout k, impliquent que hi{x)ud-i+k{x) + . . . + hd{x)uk{x) = reste valide 
pour k > d. Mais cela implique 

My\h{x)y''-' + ... + bdix))a)=0, 

pour tout k > 0. On en deduit que {bi{x)y'^~^ + . . . + bd{x))a = 0. Cela 
implique que {bi{x)y'^~^{x) + . . . + bd{x)) est multiple de P{x,y), ce qui est 
impossible, car le polynome en y P(x,y) est de degre d. | 

Remarque 5 Dans le cas ou le support de a est "reduit", on peut calculer 
le determinant de la maniere suivante. Supposons a := lo /\ [Y], ou Y est 
le support de a et lo une n— forme meromorphe sur Y. On peut ecrire Ui = 
fi{x)dx, sur les differentes composantes Y-i de Y au-dessus d'un voisinage 
ouvert de xq E D. Alors, le determinant s'ecrit 

Ui<j{yi{x)-yj{x)fuUfiix). 
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Theoreme 1 Supposons que dans la situation precedente, tous les Uk {x) se 
prolongent meromorphiquement a un domains D contenant D. Alors, a se 
prolonge a un courant I. r. a defini sur D xdJ, et sans composante verticale, 
i.e. son support, ne contient pas d'hypersurface de la forme (j)~^{H),H C D. 

Demonstration. 

On considcrc les equations Uk+d{x) + aiUk+d-i{x) + . . . + a(iUk{x) = 0, soit 
encore: aiUk+d-i{x) + ... + ddUk{x) = —Uk+d{x), ou on considere les di 
comma des inconnues. On ecrit les equations pour k = 0, . . . ,d — 1. On 
obtient un systcme carre d'equations lineaires, a coefficients dans le corps 
K des fonctions meromorphes sur D. 

Le lemme ci-dessus montre que le determinant du systeme est non iden- 
tiquement nul sur D, done, comme il est meromorphc sur D, il n'est pas 
non plus idcntiqucmcnt nul sur D. II admct done des solutions a,; uniques, 
qui doivent done coi'ncider avec sur D (qui sont les solutions uniques du 
systeme sur D). 

On prolonge done P{x,y), ainsi que r{x,y), en fonctions meromorphes 
P et f sur D x(E. Considerons le courant d[f{x,y)/P{x,y)dx A dy]. C'est 
un courant residuel sur D x(D, qui coincide avec a sur D x(D, et qui est sans 
composante verticale. | 

Remarquons la possibilite, meme si les Uk{x) se prolongent en fonctions 
holomorphes, que les prolongements di{x) sur D des coefficients ai{x) liolo- 
morphes sur D soient meromorphes sur D. 

Le lemme suivant est une variante du lemme 3 ci-dessus, variante qui 
nous sera utile par la suite. 

Lemme 19 Soit Y une hypersurface analytique de D x€, telle que la re- 
striction de 4> : D x€ ^ D aY soit propre. Soit Z un sous-ensemble ana- 
lytique de Y d'interieur vide dans Y . a un courant l.r. de bidegre (n + 1, 1) 
sur D x€— Z, a support dans Y — Z , d—ferme. Si pour tout k >0, ttfc(x) se 
prolonge meromorphiquement a travers Z' := 4'{Z), alors a se prolonge de 
maniere unique en un courant I. r. j3 d travers Z . Si les se prolongent 
holomorphiquement, (3 est d—ferme. 

Demonstration. 

On associe a a comme ci-dessus le polynome P{x,y) := y'^ + ai(a;)y'^~^ + 
. . . -\- ad{x), dont les coefficients sont holomorphes sur D — Z' . Le support 
de a dans D — Z^ d'equation {P{x,y) = 0}, est contenu dans Y. Done 
son adherence dans D x C est une reunion de composantes de Y . On en 
deduit que les ai{x) se prolongent holomorphiquement dans D. On definit 
egalement comme ci-dessus la fonction r{x,y) := y'^~^uo{x) -\- y'^~^(ni(x) -|- 
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ai{x)uo{x)) + ... + {ud-i{x) + ai{x)ud-2{x) + ... + ad-i{x)uo{x)), avec 
a = d[r{x,y)/P{x,y)dx A dy] sur {D — Z') x(D. Si les uq, . . . ,Ud-i se pro- 
longent holomorphiqucmciit, r{x, y) d'apres son expression se prolonge aussi 
holomorphiquement, ct a := d[rdx /\dy / P] est un prolongement 9— fcrmc de 
a sur D x(D, a support dans 1", et coincide avec a en dehors de Z. Supposons 
que les uj^ se prolongent meromorphiquement a travers Z'. Soit xq G Z'. 
Soit G{x) un fonction holomorphc cn xq telle que Guk{0 < k < d—1) soicnt 
holomorphes dans un voisinagc ouvert Uxq de xq. Alors Gr se prolonge 
holomorphiquement, soit R{x,y) sur Ux^ x(D. Alors l/Gd[R/P] est un pro- 
longement l.r. de a sur Uxq x(D, dont le support est contenu dans Y, et done 
coincide avec a cn dehors de Z. Le prolongement est unique, puisque Z est 
de codimension deux. | 

3.5 Un cas particulier : la transformation par rapport aux 
p— plans. 

Soit G{1, N) la grassmanienne des p— plans complexes, et I]p^ C G{p, N) x 
Ptv la variete d'incidcnce; on note pi et p2 les deux projections standard 
pi : Ijp^ G{p, N) et p2 ■ I]p^ ^N- Remarquons que Ijp^ est lisse. 

Soit U un ouvert lineairement p— concave de IPat, i.e. reunion de p— plans 
complexes (pour p = N — 1, on dit simplement : lineairement concave). On 
definit I'ouvert U* C G{p, N) comme I'ouvert correspondant aux p— plans 
contenus dans U, et la variete d'incidence lu = Pi^{U*) C U* x U; on note 
encore pi et p2 les deux projections standard pi : Ijj ^ U* et P2 '■ lu ^ U, 
ou p^ et P2 lorsqu'on a besoin de preciser I'ouvert. 

On verifie : 

i) dim(7{7) = dim(C/*) +p, la fibre Pi^{t) = {t} x Ht etant de dimension 
p; ^ 

ii) pi : lu ^ U* est propre, puisque p]^^{K) = pi^^ (iC); 

iii) p2 ■ lu ^ U est une submersion. En efFet, soit {Hp, P) G lu un 
point quelconque, avec P U et Hp C U un p— plan passant par P. On 
se donne dans Hp un (p — 1)— plan H' en dehors de P. On definit, sur un 
voisinage ouvert Up de P dans U, un morphisme analytique : sp : Up ^ lu, 
avec p2 o sp = Idijp, de la maniere suivante : pour Q E Up, sp{Q) est le 
p— plan contenant H' et passant par Q. Alors, pour tout vecteur tangent 
V a U en P, V = dp2{dsp{v)), avec dsp{v) un vecteur tangent a lu en 
{Hp, P); dp2 ■ T(^Hp,P),iu Tp^u est done surjective, ce qui equivaut, par le 
thereme des fonctions implicites, comme {Hp, P) est un point regulier, a dire 
que p2 est localement trivialisable en {Hp,P). On a done une submersion 
analytique P2 ■ lu ^ U. 

Par I'axiome du choix, il existe une section s de p2, i-e. une application 
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s : U lu telle que P20 s = Idjj. Mais il n'existe pas en general de section 
continue. 

Definition 7 On dit que U est continument lineairement p— concave, si on 
peut trouver une section s :U ^ lu continue. 

Lemme 20 Supposons queU est continument lineairement p— concave. Alors 
soit a un courant d—ferme de bidegre {N,p). a est d— exact ssi TZ{a) = 0. 

Demonstration. 

La preuve pour les formes lisses decoule des formules de representation 
integrale de Henkin-Gindikin (cf. [6]). Soit a un courant de bidegre {N,p). 
Alors, a = d(3 + tp, avec /? un courant et (f) une forme lisse de bidegre {N,p). 
Alors Tl{a) = implique a 7^(V') = done (p = dfi, done a = d{P + //). | 

Lemme 21 Soit f une fonction meromorphe sur IS.^ , oil A est le disque 
{z G ([J,\z\ < 1}. Alors pour {zi, . . . , z^_-^, z^+i, ■ ■ ■ 1 z^) fixes dans un ouvert 
Zariski-dense de A''^"-^, on peut considerer fi{zi) := (zj*, . . . , z^_]^,Zi, ■ ■ ■ ,z 
meromorphe par rapport a la variable restante G A. On suppose fi ra- 
tionnelle lorsqu'elle est definie, pour chaque i,l < i < N. Alors f est 
rationnelle. 

Demonstration. 

Le Icmmc a etc montrc pour N = 2 par W. Kneser ([11]). La demonstration 
s'adaptc pour N plus grand. | 

Lemme 22 SoitU un domaine de IPn ■ SiU contient une droite complexe, 
alors toute q— forme meromorphe tp definie sur U s'etend en une q— forme 
rationnelle sur IPn- 

Demonstration. 

On se ramene aisement au cas d'une fonction meromorphe, en ecrivant 

tj) comme combinaison, a coefficients meromorphes, de formes rationnelles 
elementaires dxi^ A ... A dxi^, avec xi, . . . ,xn un choix convenable de coor- 
donnees affines. 

Le cas de la fonction meromorphe peut se montrer de plusieurs manicrcs. 
Une est donnee dans [5]. Une autre est basee sur le fait que I'ouvert U 
est pseudoconcave au sens d'Andreotti; on reverra cette notion plus loin. 
La preuve la plus elementaire est basee sur le lemme precedent. Soit un 
point P sur la droite complexe A dont on suppose I'existence, et un hy- 
perplan H ne contenant pas P. Choisir un systeme de coordonnees affines 
ayant P comme origine et H comme hyperplan a I'infini revient a se donner 
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N points dans H; a savoir, les A'^ points Pi{l < i < N), intersection de 
H avec les droites xi = Cst, . . . ,Xi-i = Cst,Xi-\-i = Cst, . . . ,xn = Cst. 
Choisissons ces N points dans H nU, et de sorte que les droites ,ti = 
0, . . . , Xi-i = 0, Xi+i = 0, . . . , xjv = soient contenues dans U (il suffit de 
les choisir suffisamment proches de An H). Alors, / est meromorphe de 
xi, . . . ,xj\[ dans un voisinage de I'origine, et elle est meromorphe sur toutcs 
les droites xi = Xi, . . . , Xi^i = x^_i, Xj+i = x^^^, . . . , xj\j = .t^, pour tout 
{xi, . . . , x'^_i, x'^^i, . . . ,x^) dans un ouvert de Zariski dense d'un voisinage 
ouvert de G(D^''"^; done rationnelle. / s'exprime done rationnellement en 
fonction des coordonnees affines {xi, . . . ,xn)- | 

Theoreme 2 Soit U C IPn un domaine lineairement 1— concave. Soit a 
un courant de bidegre {q + 1,1), localement residuel, sur U. Supposons 
TZ{a) = 0. Alors, a se prolonge de maniere unique a un courant I. r. a sur 
IPn; a = d[ip], pour une forme rationnelle sur IPn- 

Demonstration. 

Tout d'abord, supposons que U soit continument lineairement 1— concave, 
et a 5— ferme. D'apres le Icmmc 20, on deduit dc lZ{a) — que a = d(3, 
pour un certain courant (3 de bidegre (g + 1,0). Alors (3 est defini par 
une {q + 1)— forme holomorphe en dehors du support Y de a. De plus, 
cette forme holomorphe doit se prolonger en une forme meromorphe sur 
U, d'apres Ic Icmmc 3. On note cettc forme meromorphe tp. On a alors: 
a = d[ip] + {dp — [■i/']), d'une part, et d'autre part sur chaque ouvert Ui 
d'un recouvrement, a = dltpi], car a est localement residuel. Sur Ui, on a 
done dltpi — ijj] = d(3 — [ip]; en particulier, [ipi — tp + h] = {(3 — [ip]) pour une 
{q + 1)— forme holomorphe h sur Ui. Mais le courant "valeur principale" 
[ipi — ^ + h] est d'extension standard, le membre de droite nous montre qu'il 
est nul en dehors deY; il est done nul sur On a done a = d[ipi] = d[ip] 
sur Ui. 

D'autre part, on a vu que la forme meromorphe tp sur U se prolonge en 
une forme rationnelle ^p sur JPn- ot := d[^\ est done un prolongement de a. 

Dans le cas general, considerons une droite A contenuc dans U , et un 
voisiange U/^ de A continiiment lineairement 1— concave. Alors, on obtient 
un prolongement a a de a\u^. Mais a a = " sur U. En effet, si la difference 
etait non nulle, son support, qui est un hypersurface analytique de U, devrait 
rencontrer la droite A. 

Pour la mcme raison, le prolongement est unique. | 

Theoreme 3 Soit U un ouvert de IPn lineairement p— concave. Soit a 
un courant I. r. de bidegre {N, 1) dans U. Alors TZ{a) est meromorphe 
sur U*. a est d—ferme ssi TZ{a) est holomorphe. On suppose que TZ{a) 
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se prolonge meromorphiquement dans un domaine U* . Alors a se prolonge 
dans U comme courant I. r. . 

Soit U C U deux domaines lineairement 1— concaves. Soit a & U. On 
note P7V-1 C N) I'ensemble des droites passant par a, et Da := U* D 
TP%_i, et Da := U* n Piv-i.a- Soit Ua := UteoAt - {a}, Ua ■= ^teoAt ' 
{a}. On definit, pour tout point a & U, Isl projection Pa '■ Ua ^ Da, qui a 
un point P associe la droite qui la relie a a. 

Soit a un courant 1. r. a support dans I'ouvert lineairement 1— concave 
U, de support Y. On se donne un point a en dehors du support de a. Alors 
Pa '-Ua Da, restreintc au support de a, est propre, et on pent definir son 
image directe Pa*(a)- 

Lemme 23 Pa*{oi) ='R{q)\d^ 

Demonstration. 

On a Tl{a)\D^ = Pi*(?'2(«)|/a)) avec h ■= Pi ^{Da). Mais p2 : la Ua 
est inversible, d'inverse Sa ■ Ua ^ Ia,x 1— > {pa{x),x). Done T^{oi)\D^ = 
Vi*{sa*{a)) = (pi o Sa)*{a) = Pa*(a)- I 

On choisit un systeme de coordonnees affines de Pat {xi, . . . ,Xn,y),n = 
N — 1, tel que I'hyperplan a I'infini coupe le support de a proprement. On 
lui associe un systeme de coordonnees sur G(l, N) en ecrivant les equations 
des droites sous la forme : Xi = Qiy+bi. Les droites pouvant s'ecrire de cette 
maniere sont les droites ne reneontrant pas le sous-espaec de eodimcnsion 
deux Y = Z = 0, oh {Xi, . . . , Xn,Y, Z) est un systeme de coordonnees 
projectives associe. On pose x := {xi, . . . , Xn), a := {ai, . . . , an)- 

En coordonnees affines, on a Pa{x, y) := x — ay. 

Lemme 24 'R.{a) = J2i '^card{i){o-ib)da^ A db^" , avec: 

Uk{a,b) ■.= ^Resp^ay^ /{li...ln). 

Pi 

et les Pi sont les diff events points d'intersection de la droite Aa^b o,vec le 
support de a, et li{x, y) := a^y + h — .r^. 

Demonstration. 

Ecrivons que TZ{a) est I'image directe par pi : U* x U ^ U* du courant 1. r. 
resj^a A dli/li A ... A dln/ln-, avec li{x, y) = aiy + bi — Xj. D'apres ce qu'on 
a vu du calcul de I'image directe, on obtient I'expression annoncee. | 

Demonstration du theoreme 3 .■ Premiere etape. 

On suppose momentanement que : 
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i) TZ{a) se prolonge en une forme holomorphe sur U*, et 

ii) U* verifie la condition topologique suivante : les sections Da sont 
contractibles. 

Lemme 25 Uk{a,b) se prolonge holomorphiquement dans Da pour tout k. 
Demonstration. 

On a sur U* : TZ{ay^) = J2ic{i,...,n}'^k+card{i)da^ Adb^", pour tout A; > 0. 
Comme 'R,{ay^) est d— fermee sur [/*, on a ^Ufc+n = ^Ufe+n-i, pour tout 
i^'i < i < n. 

L'hypothese que TZ{a) se prolonge holomorphiquement nous donne deja 
que UQ,...,Un se prolongent holomorphiquement dans U*\ done en partic- 
ulier, sur Da pour tout a. Supposons que Ton ait prolonge u^+k sur Da, 
pour un certain cnticr A; > 0. 

Considerons la forme differentielle holomorphe sur Da'- 

n 

4>k ■= ^daiUn+kdbi. 
i=l 

Ellc est d— formee sur Da, done sur Da- D'apres l'hypothese de contractibilite, 
cllc est done d— exacte : (pk = dvj., avec une fonction holomorphe sur Da- 
Comme sur Da, elle est egale a on en deduit que w^+fc+i, qui est 

holomorphe sur Da, se prolonge holomorphiquement sur Da {vk + Cst). Par 
recurrence, tous les Uk{a,b),k > se prolongent holomorphiquement sur 

Da- 
I 

Lemme 26 Sous les hypotheses precedentes, a se prolonge dU en courant 
I. r. . 

Demonstration- 

D'apres ce qui precede, les Uk{a, b) = Pa*{oiy^) se prolongent holomorphique- 
ment dans les domaines Da- D'apres le theoreme sur les traces, la restriction 
de ah.Ua se prolonge a [/„, en un courant aa- 

D'apres Ic lemme ci-dessous, on a ota\jjf-^jj = ct|[/nc/ ' done on peut en fait 
considerer le courant aa sur I'ouvert lincaircmcnt 1— concave U LiUa- 

Considerons la famille des couples {V,av), avec V C U un ouvert 
lineairement 1— concave contenant U, et ay un prolongement l.r. de a 
sur V, avec la relation d'ordre naturelle (si V C V , alors la restriction de 
ay a V coincide avec ay)- Alors, cette famille admet un element maximal, 
d'apres le lemme de Zorn. 
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Soit (VF, aw) un tel element maximal. D'apres ce qui precede, tout cone 
Uj^ a sommet x dans W est contenu dans W. 

Considerons un ouvert lineairement 1— concave W C U, tel que pour 
tout X ^ W, Ic cone Ux soit inclus dans W. Alors V = U. En cffct, W* 
est ouvert dans U*. Mais W* est de plus ferme dans U*. Soit en effet un 
point t e U* sur la frontiere de W*, correspondant a une droite A^. Alors, 
At doit rencontrer W (sinon on pourrait trouver un voisinagc ouvert dc t 
disjoint de W*). Soit P € At (1 W. Alors, W contient le cone forme des 
droites passant par P et contenues dans U, et done en particulier At. Par 
consequent, t G W*. Comme U* est connexe, on a done W* = U*, done 
W = Utew* =U. ^ 

Lemme 27 aa|t^ni/„ = "|[/nt/„ ■ 
Demonstration. 

II s'agit de montrer que le courant «„, definit sur [/„, ne depend pas de 
a : aa = eta' sur n C/q'- Rappclons que aa est le residu de la forme 
mcromorphe '■= '>'a{x,y)dx A dy/Pa{x, y). Si on considere les Uk et les 
qui cntrent dans I'expression de comme des fonctions meromorphes sur 
U* , on voit qu'on pent considcrcr comme une forme meromorphe sur 
Ijj. Comme par ailleurs d[^a] = P2(.^) ^ur lu, on en deduit qu'on a aussi 
9[^a] = ^2(0^) sur Ijj, pour un eourant l.r. a sur U. Cela signifie que lorsque 
Ton change a, le residu de la forme meromorphe ^[^a] = eta, ne change 
pas. I 

Deuxieme etape : supression de la condition topologique sur U . 

On fait le meme raisonnement que ci-dessus. Supposons donne un ouvert 
V (ZU* tel qu'on ait prolonge le eourant a comme courant l.r. sur UtgyA^. 
Alors si y 7^ [/*, on prend un point t de la frontiere de V dans U* , un 
voisinage ouvert Vj de t dans U* , dont les sections sont contractibles, et on 
prolonge a comme eourant l.r. dans := U^gyjAj. On a done prolonge a 
sur (y U Vt)'. D'apres Zorn, il cxistc un ouvert V maximal, i.e. tel qu'on 
ne puisse plus prolonger a sur W', avee V C W C U. Un tel ouvert est 
necessairement egal a U. 

Troisieme etape : cas du prolongement meromorphe. 

On suppose maintenant juste que TZ{a) se prolonge meromorphiquement. 
Alors, I'ensemble polaire Z* de 7^(q;) dans U* correspond aux droites ren- 
eontrant un certain sous-ensemble analytique Z de codimension deux dans 
U. U — Z est lineairement 1— concave, U — Z = ?7* — Z* est connexe, 
on pent done appliquer le theorcme dans le cas du prolongement holomor- 
phe, et trouver un prolongement a l.r. de a dans U — Z. Le theoreme 
de Remmert-Stein permet de prolonger le support y de a a travers Z\ on 
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notera le prolongement encore Z . II reste done a prolonger d a travers Z, 
grace a notre hypothese de prolongement meromorphe. 

Lemme 28 Soit D un domaine dedl'' . Considerons une fonction holomor- 
phe f en dehors d'une hypersurface analytique T G D. Sidf est meromorphe 
sur D, f se prolonge meromorphiquement sur D. 

Demonstration. 

La question est locale. D'apres le theoreme de Hartogs, il suffit de prolonger 
meromorphiquement / au voisinage des points reguliers de T. On pent done 
supposer T de la forme {y = 0}, avec des coordonees affines (xi, . . . , y). 
On pent supposer / holomorphc dans une couronne K := D x < e} — 
{\z\ < rj,rj < e}. Alors, / pent s'ecrire sur K comme f = f-\- — /_, avec 

/+ = Efe>l«-fe(a;)y''~^/- = Efc>o^fc(^)/y''"^^ avec 

Uk{x) := l/2i7r / f{x, y)y^{r] < p < e) 

•'m=p 

holomorplies sur D. Dire que / se prolonge meromorphiquement sur D x 
{l-^l < e} revient a dire que y™/ se prolonge holomorphiquemcnt pour un cer- 
tain m, done que /_ comporte un nombre fini de termes non identiquement 
nuls. Remarquons grace a la convergence uniforme, on pent deriver sous le 
signe somme. On obtient done fy{x,y) = X^^^j^ u_fe-i(a;)fey'^~^ sur K. 

Supposons que df se prolonge meromorphiquement sur D x {\^ < e}. 
Alors, il en est de meme dc fz- On en dcduit que sculs un nombre fini des 
Ui,i > sont non identiquement nuls. Par consequent, / aussi se prolonge 
meromorphiquement. | 

Le lemme precedent nous permet de montrer, suivant la technique em- 
ployee ei-dessus, que les Uk{a,b) se prolongent meromorphiquement sur Da, 
pour tout entier k >0. Le lemme 19 permet alors de prolonger a a travers 
Z dans U, en utilisant plusieurs centres de projection. Ceci termine la 
demonstration. | 

CoroUaire 2 Supposons Tl{a) rationnel. Alors, a se prolonge en un courant 
l.r. sur IPn- 

4 Une variante d'un theoreme de Rothstein. 

Considerons deux boules ouvertes dans I'espaeeC!^, eontenues I'unes dans 
I'autre : B C B'. On se donne un sous-ensemble analytique de dimension 
pure n >2 dans B' — B. Le theoreme de Rothstein dit que ce sous-ensemble 
se prolonge en un sous-ensemble analytique de B'. 
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Montrons comment le theoreme precedent d 'inversion pour la transfor- 
mation d'Abel-Radon permet de montrer une variante du theoreme de Roth- 
stein. 

Cette variante est une generaUsation du lemme 22 ci-dessus. 

Theoreme 4 Soit U un domaine lineairement 1— concave de I'espace pro- 
jectif IPn- Supposons que U contient un 2— plan complexe. On se donne un 
courant a I. r. de type {N, 1) dans U. Alors, a se prolonge dans IPm en 
courant l.r. . 

Nous aurons besoin de la notion de pseudoconcavite au sens d'Andreotti. 
Un variete analytique connexe X est pseudoconcave au sens d'Andreotti s'il 
existe un domaine U (Z X tcl que pour tout point de la fronticrc x G dU, 
pour tout voisinage ouvert Ux de x dans X, toute fonction holomorphe sur 
Ux — U est holomorphe en x. II suffit pour verifier cettc proprietc, d'apres 
Hartogs, d'exhiber un disque analytique D de X, tel que D DU = {x}. 

Lemme 29 SoitU C IPn un domaine lineairement 1— concave. Supposons 
que U contienne un 2— plan complexe. Alors si I'ouvert U* C G{1,N) est 
connexe, il est pseudoconcave au sens d'Andreotti. 

Demonstration. 

On considere les 17^ definis par |xop + - • •+|2;Ar-3p — e(|a;Ar-2p+kiV-ip+|a;Arp) < 
0, oil xo = = . . . = XN-3 = sont les equations du 2— plan. Ces domaines 
forment pour e > un systeme fondamental de voisinages du 2— plan. Soit 
Ujj un tel domaine contenu dans U. 

Considerons le domaine V := U* C G{l,N). On se donne un point de 
la frontiere t G dV. Alors, la droite correspondante n'est pas contenue dans 
Urj. Elle coupe done la frontiere, en un certain point x £ 11-,^. On considere 
un 2— plan H, contenant la droite A, et contenu dans f7^. On se donne un 
point y de if en dehors de A. Alors, on considere les droites reliant 
y et z, pour z E A. Alors, pour z ^ x, est contenu dans C/^, puisque 
H — {x} C Urj. On a done un IPi C V, qui ne rencontre V qu'au point t, ce 
qui montre la pseudoconcavite, d'apres ce qu'on a vu. ■ 

Demonstration du theoreme. Soit U un domaine de I'espace projcctif 
Pat, contenant un 2— plan complexe. La transformee TZ{a) est meromorphe 
sur U* . P. Dingoyan ([2]) a montre que toute fonction meromorphe sur un 
ouvert pseudoconcave d'un variete algebrique est rationnelle. Comme U* est 
pseudoconcave au sens d'Andreotti, on en deduit que TZ{a) est rationnelle. 
D'apres Ic corollaire ci-dessus, a se prolonge sur Pjv en un courant locale- 
ment residuel. | 
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5 Questions ouvertes. 

1. On pourrait gcncraliser le thcorcmc 3, cn nc supposant pas a priori que 
Tl{a) se prolonge dans un domaine de la forme U*, pour U C^n contenant 
U. Le theoreme deviendrait alors : si 7^(a) se prolonge dans un doamine D 
contenant U*, alors a se prolonge dans D' := Lit G DAt comme courant l.r.. 
A fortiori, Tl{a) se prolongerait alors dans r"enveloppe" de D, i.e. D'*. 

2. Si B est juste pseudoconvexe dans P3 (mais pas (D— convexe), on 
aimer ait avoir un exemple tel que a de bidegre (3, 1) dans le complementaire 
dc B qui ne se prolonge pas. B doit rencontrer toutes hyper surf aces algebriques. 
II sufiirait de trouver une hypersurface de U = P3 — B non algebrique. 

3. On se donne un ouvert lineairement 2— concave U C Pat un courant 
l.r. de bidegre (iV, 2) dans U. On suppose TZ{a) = 0. On pourrait deduire 
de ce qui precede I'existence d'un prolongement l.r. a a Pat, si Ton pouvait 
montrer que dans U, le fait que a est 5— exact implique a = dp, avec (3 l.r. 
dans U. 
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